Modelos de Estrutura Temporal de Taxas de Juro
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1. (a) Como é habito,

P(tT) = Eqg [exp (-/jr@) |]—“t]
—/tT <ims>) ds] m}

=1

> (—/f&@-(s)ds)] m}

Lj=1

_ E {f[lexp [— /tTYj () ds} |]-"t}.

Visto que as varidveis de estado Y sao independentes entre si, entao

I
=
©

{ exp
{ exp

P(tT) = IjIEQ {exp {— /tTYj (s) ds} |}}} .

Por outro lado, cada variavel de estado Y} segue um square-root process similar
ao adoptado pelo modelo CIR, a saber:

dry = k(0 — ;) dt + o\/rdW2.

Consequentemente,

exp {_ / () ds] — exp (_ / ' d) ,

com k =kj, 0§ =60;, 0 =0 ery, =Y;(s). Entdo, utilizando a Proposigao 64 dos
apontamentos,

P.1) =T explAy (T — 1)+ B, (T~ )Y, (1),

sendo
—2(eV™ —1)

T2y, 4 (ky ) (7 — 1)

B; (1)
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k-0 9~ e(ki+7;)3
Ay = 2 | U
o3 27, + (kj + ;) (€7 —1)
com
T:=T—1,
€

v 1=/ K} + 207,

Comecando pelo payoff terminal,

Vi = (St —X1) Lisp>x0)
= [(S7 — X2) + (Xo — X1)] Igs,x03
= (57— Xo) Ngspoxqy + (Xo — Xu) Lspsxay
= ¢ (S, X0, T) + (Xo — X1) Lgsp>x0}-
Portanto,
Vi = (S, X2, T) + Eq [(X2 — X1) Lyspoxay ) - (1)

A call standard ¢, (S, X5, T') pode ser avaliada via equagao (58) dos apontamentos,
ie.

Cy (Sthu T) (2)
= Steiq(Tit)QXZ(g_FﬁQI) (2/€X2718) - Xeir(Tit) 1- Q)@(ﬁﬁ’ﬁ)@*ﬁ) (21‘)] )

sendo 2 )
— r—4a
T 2 B) P BT _ 1] 3)

Relativamente ao segundo termo no lado direito da equagao (1), o mesmo corre-
sponde ao valor de uma cash-or-nothing call com contract size igual a (Xs — X7)
e strike igual a X5:

Eq [(Xg — X)) ]l{ST>X2}‘f;‘J
= (XQ—Xl)@(ST >X2|ﬂ)

Utilizando a Proposicao 13 dos apontamentos,

Bo [(X2 = X1) Lisy>x0)] Fi]
S S



(c) No modelo de Vasicek (1977),
dre = o (y — 1) dt + pdW2. (5)

De forma similar ao descrito na demonstracao da Proposicao 66, é possivel mostrar

que
t
F (t - th rto) = EQ |:6_>\rt exXp <_,u/ rsds) |fto:| (6)
to
¢é a solugao da seguinte EDP
oF OF 1 ,0°F
— - — - = F=0 7
ot (7 =Tu) ory, 20 o} T ’ @)

sujeita a condi¢ao terminal
F(0,14,) = e o, (8)
Substituindo a trial solution
t
Bo | exp ([ nds) 173] = exp [0, 0~ t0) = rin, (- )] O
to

na EDP (7), obtém-se

_ [00(t=ty)  Ov(l—t) _ N
0 = I 8t0 Tty ato :|F+O'/(/7 Tto)qvb(t tO)F
—%p2¢2 (t —to) F + pry F
S
= _gb%—tﬁwth—to)—%ﬁw? (t—to)]
" —%ﬁ—w@—to)m]

Consequentemente, 1 (t — tg) e ¢ (t — to) s@o obtidas via solugao das duas seguintes
ODEs

WU ot 41, (10
0
e
oo (t —
EI0) (0= t0) + 320 (1~ 1), (1)
sujeitas as condigoes terminais
$(0) = A, (12)
e
¢ (0) = 0. (13)



OP(t=to) __ _ OY(t—to)

Relativamente & ODE (10), e visto que

Oto - ot )
o
= Ot,
o) — [
i.e. 1
Eln(a@b—,u):thC', (14)

sendo C' a constante de integracdo. Utilizando a condic@o terminal (12),
1
—In(aX—p) =ty +C,
a

i.e.
= éln (ah— 1) — o, (15)

Combinando as equagoes (14) e (15),

1 1
—In(ayp —p) = t+—In(ar—pu)—t
a «

In (Z@ﬁ:i) = a(t—t)

_ a(t—to)
Ut —tg) = AW (16)

«

Relativamente & fungao ¢, , (t — o), combinando as equagoes (11) e (13), e visto

que Oy, aﬂit to) _ 99y, %( tt to) . entdo

¢>\u )
= av/iﬂs—to 8——p/w (s—to)d

_ a(s—to) 1 t _ a(s—to) 2
= o/y/ (ad—pe +’ud5— —,02/ {(O&\ He e ds(17)
to o} 2 to o}

Em sintese, a solugao final é dada pelas equagoes (9), (16) e (17).

Utilizando a Proposicao 22 dos apontamentos,

o = 10xe % P (S, =10,v, =0.03;T =1, X = 10) (18)
e %10 x Py (S; = 10,0, = 0.03; T = 1, X = 10).

Com base nas equagoes (173) e (174) dos apontamentos:

1 0.11358604

— _'_ -

2 T

5.3616E — 01, (19)

P (S, =10,0,=0.0%T =1,X =10) =~
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Py (S; =10,v, =0.03;7 =1, X = 10)

Q

1 —0.08043763

— _'_ -

2 T

4.7440F — 01. (20)

Combinando as equagoes (18), (19) e (20),

Ch =

~

10 x e 201 % (5.3616F — 01) — e 21 x 10 x (4.7440F — 01)
EUR0.55863.

(b) O payoff terminal de uma opgao range asset-or-nothing é dado por

RAp (S, X, T) = MSrllix,<sp<x,}-

Consequentemente,

RA; (S, X0, X, T) = e " T MEq (Srlix,<sr<x,}| )

Visto que

STl x,<Sr<x,} r
Sredl !

MS;e 1T 9Qg (X, < St < Xy| F)
= MStefq(Tft) Qg (S7 < Xp| Fr) — Qs (St < Xo| F1)[21)

= StethEQS (

@S(ST<X‘ft):1_P1(StaUt;TaX)> (22)

entdo combinando as equagbes (21) e (22),

RA (S, Xq, X3, T) = MSye™ 1T [P (Sy, 0T, X,) — Pr (Sp, v T, X3)] . (23)

No caso em aprego

RA,

1%

1x 10 x e 21 x [P, (S; = 10,0, = 0.03; T = 1, X = 8)
—P,(S; =10, = 0.03; T = 1, X = 10)]

1 1.32071319
5t — (5.3616E —01)

1 x 10 x e” 21 % [(9.2040F — 01) — (5.3616E — 01)]
EUR3.766.

1 x 10 x e 2%x1 »

(a) Pretende-se calcular

P(3,5) = A(3,5) exp[—B (3,5) x 3%]. (24)

A funcdo B (3,5) ¢ calculada tal como no modelo de Vasicek (1977):

1 — 670.2><(573)
B(3.5) = 0.2
>~ 1.64839977. (25)



A funcdo A (3,5) ¢ dada por

In A(3,5)
P(0,5) dln P (0,t)
1 - B —
" lP © 3>} G5 |,
0.05 —0.2x5 —0.2x3)\2 2x0.2x3
028 ( —e) (e )

In P (0,3.01) — In P (0,2.99)
2 x0.01

Q

0 0.853824048
0.934561116
0.052

} — 1.64839977 x

( —0.2x5 6—0.2><3)2 (1 _ 2><0.2><3)

4% 0.2 c
0.853824048 In (0.934196128) — In (0.934925529)
—In [0 6y
" {0.934561116} G4B399TT 2 % 0.01
0.05° —0.2x5 —0.2x3)\2 2x0.2x3
Do & T (= )
>~ _(.031958971. (26)

Combinando as equagdes (24), (25) e (26), entao

P (3,5)

exp [—0.031958971 — 1.64839977 x 3%)
= 0.921814781.

(b) O valor actual da call Europeia sobre a obrigagao de cupao zero é dado por
co [P (0,5);92.334%; 3] = P (0,5) x @ (di""") — 92.334% x P (0,3) x ® (di’™").

Utilizando a Proposigao 59 dos apontamentos, mas usando os factores de desconto
em vigor no mercado, entao

0.052 9 1— 672><0.2><3
v(0.3,5) = \/ 0.22 [1- e_O'QX(S_S)] 2x0.2

= 10.894%,

P(0,5) (10.894%)?
In [92.334%><P(0,3)} T
10.894%

0.853824048 (10.894%)?
In (92.334%><0.934561116) + 2

10.894%
—0.042744958,

HW
dl

12

diW = —0.042744958 — 10.894%
—0.15168331.
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Portanto,

co [P (0,5) ;92.334%; 3]

0.853824048 x & (—0.042744958)

—92.334% x 0.934561116 x & (—0.15168331)

0.853824048 x 0.482952356 — 92.334% x 0.934561116 x 0.439718343
3.292%. (27)

1%

De acordo com a Proposi¢ao 61 dos apontamentos, mas usando os factores de
desconto em vigor no mercado, o valor actual da call sobre a CBB pode ser
decomposto numa carteira de 2 calls Europeias sobre PBD:

co (By; X = 98%;T = 3)
— 3% x ¢ [P(0,4); X1; T = 3] +103% x ¢ [P (0,5); Xo; T = 3].

Os strikes podem ser obtidos via equacao (327) dos apontamentos:

X1 = exp[lnA(3,4) — B(3,4) x 2.9%)]
= exp (—0.008880834 — 0.906346235 x 2.9%)
>~ 96.545%,
e
Xy = exp[lnA(3,5) — B(3,5) x 2.9%)]
= exp(—0.031958971 — 1.64839977 x 2.9%)
>~ 92.334%.
Portanto,
co (Bi; X = 98%: T = 3) (28)

= 3% x ¢ [P (0,4);96.545%; T = 3] + 103% X co [P (0,5);92.334%; T = 3].
A segunda call j4 foi avaliada na alinea anterior —vide equagao (27):
co [P (0,5);92.334%; T = 3] = 3.292%. (29)
Relativamente & primeira call, o enunciado fornece o seguinte valor actual:
co [P (0,4);96.545%; T = 3] = 1.836%. (30)
Combinando as equagoes (28), (29) e (30),

co (B X = 98%:; T = 3)
3% x 1.836% + 103% x 3.292%
3.4455%.
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(a) Pretende-se avaliar a seguinte opcao:

Po [P (0,5)

P (0,5)
"P(0,2)’

0.8723
2} = Do [P (0,5) = 0.8723; ———— = 0.9146; 2] . (31)

0.9538

Via Proposicao 68

sendo

Ca

Ly

Do {P(0,5);P(0’5)'2]

P2 = P05 )(2—2) (32)

<4><1.5><3% ¢
0.052 "2

,r.*
+0.9146 x P (0,2) Qe | (L—l) ,

\/1.52 +2 % (5%)?
>~ 1.501665742,

)
I

8ryy2er it
AT [T+ 1+ [ = 2B (T~ T ) — 1]

— |:8 X 1% X (1501665742)2 % 61'501665742X2} {0052 % (61.501665742><2 _ 1)

1%

12

1.501665742 x (e!-501665742>2 4 1)

+ (1.5 = 0.05% x (—0.6589)) (e501065742x2 _ )11~
1.254494856,

o2 N(Ti—t)
2 4 [T 1] + [k — 02B (Ty — T1)] [ @0 — 1]
% « <61.501665742><2 . 1)

1.501665742 (1-501665742x2 4 1) 4 (1.5 — 0.052 (—0.6589)) (e1501665742x2 _ 1)
0.000395554

In(K) — A(T, — T})
B(Ty —Th)
In (0.9146) — A (5 — 2)
B(3)
In (0.9146) — (—0.0702)

—0.6589
2.898%,

12

Portanto,

po | P(0,5); £ 0:5). 2} (33)

P(0,2)
2.898%
X%72,14254494856) (M)
2.898%
0.00039576

— —0.8723xQ
+0.9146 x 0.9538 X Q, 2 ( = 73.27392186) .
(72,1.255149144)
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A segunda probabilidade contidas na equacao anterior é dada ja no enunciado,
ie.

Q

A primeira probabilidade pode ser calculada via aproximagao de Sankaran, i.e.

Qveap) (2) = P (X2 (a,b) > z

{22 ()

(73.27392186) = 0.477223473. (34)

2
X(72,1.255149144)

~ ¢[_7(f+b);‘“h], (35)
onde
uh_1+h(h—1)%—h(h—l)(2—h)(l—3h)%, (36)
2 w?% [1—(1—h)(1—3h) (Zii;} (37)
) h::1—§(a+b) (a +3b) (a+2b)77. (38)

Para calcular @ (73.2357254), temos que a = 72, b = 1.254494856,

2
X(72,1.254494856)

2
ho= 13 (72+1.254494856) (72 + 3 x 1.254494856)

(72 4 2 x 1.254494856) >
>~ (.33352251,

72 4 2 x 1.254494856

(72 4 1.254494856)
—0.33352251 x (0.33352251 — 1) (2 — 0.33352251)

(72 + 2 x 1.254494856)°
2 (72 + 1.254494856)"

w, = 1+40.33352251 x (0.33352251 — 1)

(1 — 3 x 0.33352251)

= 0.996913591,

2 (72 + 2 x 1.254494856)
(72 + 1.254494856)

o7 =0.333522517 x

72 4 2 x 1.254494856

1— (1 -0.33352251) (1 — 3 x 0.33352251) .
(72 + 1.254494856)

= 0.003089033.



Utilizando a equagao (35),

72+4-1.254494856

/0.003089033
>~ (.478491186. (39)

Q. (73.2357254) =

(72,1.254494856)

. [ (p20masd_)0-33392251 () 996013591

Finalmente, combinando as equacoes (33), (34) e (39),

P(0,5)
P(0,5); ;2] = —0.8723 x 0.478491186
po ( ) ) Y P (O’ 2) ) :| X

+0.9146 x 0.9538 x 0.477223473
= 0.00110583.

(b) O payoff terminal da opgao, daqui a 2 anos (T"), é dado por
Vr = Mg rin>k),

sendo M o contract size (EUR1,000,000) e k o strike. Por outro lado, como

1
P(T,T+1) =
e Y S

entao
Vr = Mﬂ{P(T,T+1)<(1+k)*1}
= M]l{

exp[A(1)+B()rr]<(1+k) "}
In(1+k)~1—A@) \ -
MY ;(1) ()}

Consequentemente, o valor actual da opcao é dado por

Vi = P(t,T)Eq, | M1, _nawm-tawn|Fe
{TT> B{) }

In(1+k)"—AQ)

= P(t,T)MQT [TT >

4

B (1)
= P(LT) MQyu(ag ) ln(H;z;L_A(l) , (40)
visto que
%TQLT% (i—lze,(),
com
¢ = 8ryy2e? (1)

[T 1 {7 [T D+ 1] + [k — 02 x 0] [T — 1]}
G
1.255149144,
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Portanto,

0'2 eV(T_t) -1

L = —
2 v [T + 1]+ [k — 02 x 0] [e(T—1) — 1]
= I
= 0.00039576.
In(1+k)~"—AQ)
Qua(.) B(1)L

In (14 2.992%) " — (—0.0145)

—0.5178 x 0.00039576

o —1n (1.02992) — (—0.0145)
IRL2BBN) | 770 5178 % 0.00039576

Qy2(72,1.255149144) (73.27392)
0.477223473.

sz (4xLEX3% 1 955149144)

Finalmente, recuperando a equagao (40), entao

Vi = P(0,2) x EUR1,000,000 x 0.477223473
= 0.9538 x LUR1,000,000 x 0.477223473
= FEURA455,168.24.
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