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1. (a) Como é hábito,

P (t, T ) = EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

rsds

)
|Ft

]

= EQ

{

exp

[

−
∫ T

t

(
n∑

j=1

Yj (s)

)

ds

]

|Ft

}

= EQ

{

exp

[
n∑

j=1

(
−
∫ T

t

Yj (s) ds

)]

|Ft

}

= EQ

{
n∏

j=1

exp

[
−
∫ T

t

Yj (s) ds

]
|Ft

}

.

Visto que as variáveis de estado Yj são independentes entre si, então

P (t, T ) =
n∏

j=1

EQ

{
exp

[
−
∫ T

t

Yj (s) ds

]
|Ft

}
.

Por outro lado, cada variavel de estado Yj segue um square-root process similar
ao adoptado pelo modelo CIR, a saber:

drt = k (θ − rt) dt+ σ
√
rtdW

Q
t .

Consequentemente,

exp

[
−
∫ T

t

Yj (s) ds

]
= exp

(
−
∫ T

t

rsds

)
,

com k = kj, θ = θj, σ = σj e rs = Yj (s). Então, utilizando a Proposição 64 dos
apontamentos,

P (t, T ) =
n∏

j=1

exp [Aj (T − t) +Bj (T − t)Yj (t)] ,

sendo

Bj (τ) =
−2 (eγjτ − 1)

2γj +
(
kj + γj

)
(eγjτ − 1) ,

1



e

Aj (τ ) =
2kjθj
σ2j

ln

[
2γje

(kj+γj) τ2

2γj +
(
kj + γj

)
(eγjτ − 1)

]

,

com
τ := T − t,

e
γj :=

√
k2j + 2σ

2
j .

(b) Começando pelo payoff terminal,

VT = (ST −X1) 11{ST>X2}

= [(ST −X2) + (X2 −X1)] 11{ST>X2}

= (ST −X2) 11{ST>X2} + (X2 −X1) 11{ST>X2}

= cT (S,X2, T ) + (X2 −X1) 11{ST>X2}.

Portanto,
Vt = ct (S,X2, T ) + EQ

[
(X2 −X1) 11{ST>X2}|Ft

]
. (1)

A call standard ct (S,X2, T ) pode ser avaliada via equação (58) dos apontamentos,
i.e.

ct (St, X, T ) (2)

= Ste
−q(T−t)Q

χ2(2+ 2
2−β

,2x)
(
2κX2−β

)
−Xe−r(T−t)

[
1−Q

χ2( 2
2−β

,2κX2−β) (2x)
]
,

sendo

κ :=
2 (r − q)

(2− β) δ2 [e(2−β)(r−q)(T−t) − 1] , (3)

e
x := κS

2−β
t e(2−β)(r−q)(T−t). (4)

Relativamente ao segundo termo no lado direito da equação (1), o mesmo corre-
sponde ao valor de uma cash-or-nothing call com contract size igual a (X2 −X1)
e strike igual a X2:

EQ
[
(X2 −X1) 11{ST>X2}|Ft

]

= (X2 −X1)EQ
[
11{ST>X2}|Ft

]

= (X2 −X1)Q (ST > X2|Ft) .

Utilizando a Proposição 13 dos apontamentos,

EQ
[
(X2 −X1) 11{ST>X2}|Ft

]

= (X2 −X1)
[
1−Q

χ2( 2
2−β

,2κS2−βT ) (2x)
]
.
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(c) No modelo de Vasiček (1977),

drt = α (γ − rt) dt+ ρdWQ
t . (5)

De forma similar ao descrito na demonstração da Proposição 66, é possível mostrar
que

F (t− t0, rt0) = EQ

[
e−λrt exp

(
−µ

∫ t

t0

rsds

)
|Ft0

]
(6)

é a solução da seguinte EDP

∂F

∂t0
− α (γ − rt0)

∂F

∂rt0
− 1
2
ρ2
∂2F

∂r2t0
+ µrt0F = 0, (7)

sujeita à condição terminal

F (0, rt0) = e−λrt0 . (8)

Substituindo a trial solution

EQ

[
e−λrt exp

(
−µ

∫ t

t0

rsds

)
|Ft0

]
= exp

[
φλ,µ (t− t0)− rt0ψλ,µ (t− t0)

]
(9)

na EDP (7), obtém-se

0 =

[
∂φ (t− t0)

∂t0
− rt0

∂ψ (t− t0)

∂t0

]
F + α (γ − rt0)ψ (t− t0)F

−1
2
ρ2ψ2 (t− t0)F + µrt0F

=

[
∂φ (t− t0)

∂t0
+ αγψ (t− t0)−

1

2
ρ2ψ2 (t− t0)

]

+

[
−∂ψ (t− t0)

∂t0
− αψ (t− t0) + µ

]
rt0 .

Consequentemente, ψ (t− t0) e φ (t− t0) são obtidas via solução das duas seguintes
ODEs

∂ψ (t− t0)

∂t0
= −αψ (t− t0) + µ, (10)

e
∂φ (t− t0)

∂t0
= −αγψ (t− t0) +

1

2
ρ2ψ2 (t− t0) , (11)

sujeitas às condições terminais
ψ (0) = λ, (12)

e
φ (0) = 0. (13)
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Relativamente à ODE (10), e visto que ∂ψ(t−t0)
∂t0

= −∂ψ(t−t0)
∂t

,

∂ψ

αψ − µ
= ∂t,

i.e.
1

α
ln (αψ − µ) = t+ C, (14)

sendo C a constante de integração. Utilizando a condição terminal (12),

1

α
ln (αλ− µ) = t0 + C,

i.e.
C =

1

α
ln (αλ− µ)− t0. (15)

Combinando as equações (14) e (15),

1

α
ln (αψ − µ) = t+

1

α
ln (αλ− µ)− t0

ln

(
αψ − µ

αλ− µ

)
= α (t− t0)

ψλ,µ (t− t0) =
(αλ− µ) eα(t−t0) + µ

α
. (16)

Relativamente à função φλ,µ (t− t0), combinando as equações (11) e (13), e visto

que
∂φλ,µ(t−t0)

∂t0
= −∂φλ,µ(t−t0)

∂t
, então

φλ,µ (t− t0)

= αγ

∫ t

t0

ψ (s− t0) ds−
1

2
ρ2
∫ t

t0

ψ2 (s− t0) ds

= αγ

∫ t

t0

(αλ− µ) eα(s−t0) + µ

α
ds− 1

2
ρ2
∫ t

t0

[
(αλ− µ) eα(s−t0) + µ

α

]2
ds.(17)

Em sintese, a solução final é dada pelas equações (9), (16) e (17).

(a) Utilizando a Proposição 22 dos apontamentos,

c0 = 10× e−2%×1 × P1 (St = 10, vt = 0.03;T = 1, X = 10) (18)

−e−1%×1 × 10× P2 (St = 10, vt = 0.03;T = 1, X = 10) .

Com base nas equações (173) e (174) dos apontamentos:

P1 (St = 10, vt = 0.03;T = 1, X = 10) ≈ 1

2
+
0.11358604

π
∼= 5.3616E − 01, (19)
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e

P2 (St = 10, vt = 0.03;T = 1, X = 10) ≈ 1

2
+
−0.08043763

π
∼= 4.7440E − 01. (20)

Combinando as equações (18), (19) e (20),

c0 = 10× e−2%×1 × (5.3616E − 01)− e−1%×1 × 10× (4.7440E − 01)
∼= EUR0.55863.

(b) O payoff terminal de uma opção range asset-or-nothing é dado por

RAT (S,X, T ) =MST11{Xa<ST<Xb}.

Consequentemente,

RAt (S,Xa, Xb, T ) = e−r(T−t)MEQ
(
ST11{Xa<ST<Xb}

∣∣Ft

)

= Ste
qtMEQS

(
ST11{Xa<ST<Xb}

STeqT

∣∣∣∣Ft

)

= MSte
−q(T−t)QS (Xa < ST < Xb| Ft)

= MSte
−q(T−t) [QS (ST < Xb| Ft)−QS (ST < Xa| Ft)] .(21)

Visto que
QS (ST < X| Ft) = 1− P1 (St, vt;T,X) , (22)

então combinando as equações (21) e (22),

RAt (S,Xa,Xb, T ) =MSte
−q(T−t) [P1 (St, vt;T,Xa)− P1 (St, vt;T,Xb)] . (23)

No caso em apreço

RA0 = 1× 10× e−2%×1 × [P1 (St = 10, vt = 0.03;T = 1, X = 8)

−P1 (St = 10, vt = 0.03;T = 1,X = 10)]

= 1× 10× e−2%×1 ×
[
1

2
+
1.32071319

π
− (5.3616E − 01)

]

= 1× 10× e−2%×1 × [(9.2040E − 01)− (5.3616E − 01)]
∼= EUR3.766.

(a) Pretende-se calcular

P (3, 5) = A (3, 5) exp [−B (3, 5)× 3%] . (24)

A função B (3, 5) é calculada tal como no modelo de Vasiček (1977):

B (3, 5) =
1− e−0.2×(5−3)

0.2
∼= 1.64839977. (25)

5



A função A (3, 5) é dada por

lnA (3, 5)

= ln

[
P (0, 5)

P (0, 3)

]
−B (3, 5)

∂ lnP (0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=3

+
0.052

4× 0.23
(
e−0.2×5 − e−0.2×3

)2 (
1− e2×0.2×3

)

≈ ln

[
0.853824048

0.934561116

]
− 1.64839977× lnP (0, 3.01)− lnP (0, 2.99)

2× 0.01

+
0.052

4× 0.23
(
e−0.2×5 − e−0.2×3

)2 (
1− e2×0.2×3

)

= ln

[
0.853824048

0.934561116

]
− 1.64839977× ln (0.934196128)− ln (0.934925529)

2× 0.01

+
0.052

4× 0.23
(
e−0.2×5 − e−0.2×3

)2 (
1− e2×0.2×3

)

∼= −0.031958971. (26)

Combinando as equações (24), (25) e (26), então

P (3, 5) = exp [−0.031958971− 1.64839977× 3%]
∼= 0.921814781.

(b) O valor actual da call Europeia sobre a obrigação de cupão zero é dado por

c0 [P (0, 5) ; 92.334%; 3] = P (0, 5)× Φ
(
dHW
1

)
− 92.334%× P (0, 3)× Φ

(
dHW
0

)
.

Utilizando a Proposição 59 dos apontamentos, mas usando os factores de desconto
em vigor no mercado, então

v (0, 3, 5) =

√
0.052

0.22
[1− e−0.2×(5−3)]

2 1− e−2×0.2×3

2× 0.2
∼= 10.894%,

dHW
1 =

ln
[

P (0,5)
92.334%×P (0,3)

]
+ (10.894%)2

2

10.894%

=
ln
(

0.853824048
92.334%×0.934561116

)
+ (10.894%)2

2

10.894%∼= −0.042744958,

e

dHW
0 = −0.042744958− 10.894%

∼= −0.15168331.
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Portanto,

c0 [P (0, 5) ; 92.334%; 3]

= 0.853824048× Φ (−0.042744958)
−92.334%× 0.934561116× Φ (−0.15168331)

= 0.853824048× 0.482952356− 92.334%× 0.934561116× 0.439718343
∼= 3.292%. (27)

(c) De acordo com a Proposição 61 dos apontamentos, mas usando os factores de
desconto em vigor no mercado, o valor actual da call sobre a CBB pode ser
decomposto numa carteira de 2 calls Europeias sobre PBD:

c0 (Bt;X = 98%;T = 3)

= 3%× c0 [P (0, 4) ;X1;T = 3] + 103%× c0 [P (0, 5) ;X2;T = 3] .

Os strikes podem ser obtidos via equação (327) dos apontamentos:

X1 = exp [lnA (3, 4)−B (3, 4)× 2.9%]
= exp (−0.008880834− 0.906346235× 2.9%)
∼= 96.545%,

e

X2 = exp [lnA (3, 5)−B (3, 5)× 2.9%]
= exp (−0.031958971− 1.64839977× 2.9%)
∼= 92.334%.

Portanto,

c0 (Bt;X = 98%;T = 3) (28)

= 3%× c0 [P (0, 4) ; 96.545%;T = 3] + 103%× c0 [P (0, 5) ; 92.334%;T = 3] .

A segunda call já foi avaliada na alínea anterior —vide equação (27):

c0 [P (0, 5) ; 92.334%;T = 3] ∼= 3.292%. (29)

Relativamente à primeira call, o enunciado fornece o seguinte valor actual:

c0 [P (0, 4) ; 96.545%;T = 3] = 1.836%. (30)

Combinando as equações (28), (29) e (30),

c0 (Bt;X = 98%;T = 3)

= 3%× 1.836% + 103%× 3.292%
∼= 3.4455%.
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(a) Pretende-se avaliar a seguinte opção:

p0

[
P (0, 5) ;

P (0, 5)

P (0, 2)
; 2

]
= p0

[
P (0, 5) = 0.8723;

0.8723

0.9538
∼= 0.9146; 2

]
. (31)

Via Proposição 68

p0

[
P (0, 5) ;

P (0, 5)

P (0, 2)
; 2

]
= −P (0, 5)Qχ2

( 4×1.5×3%0.052
,ζ2)

(
r∗

L2

)
(32)

+0.9146× P (0, 2)Qχ2
(72,ζ1)

(
r∗

L1

)
,

sendo

γ =

√
1.52 + 2× (5%)2

∼= 1.501665742,

ζ2 =
8rtγ

2eγ(T1−t)

σ2 [eγ(T1−t) − 1] {γ [eγ(T1−t) + 1] + [k − σ2B (T2 − T1)] [eγ(T1−t) − 1]}
=

[
8× 1%× (1.501665742)2 × e1.501665742×2

] {
0.052 ×

(
e1.501665742×2 − 1

)

1.501665742×
(
e1.501665742×2 + 1

)

+
(
1.5− 0.052 × (−0.6589)

) (
e1.501665742×2 − 1

)]}−1

∼= 1.254494856,

L2 =
σ2

2

eγ(T1−t) − 1
γ [eγ(T1−t) + 1] + [k − σ2B (T2 − T1)] [eγ(T1−t) − 1]

=
0.052

2
× (e1.501665742×2 − 1)

1.501665742 (e1.501665742×2 + 1) + (1.5− 0.052 (−0.6589)) (e1.501665742×2 − 1)
∼= 0.000395554

e

r∗ =
ln (K)−A (T2 − T1)

B (T2 − T1)

=
ln (0.9146)−A (5− 2)

B (3)

=
ln (0.9146)− (−0.0702)

−0.6589
∼= 2.898%,

Portanto,

p0

[
P (0, 5) ;

P (0, 5)

P (0, 2)
; 2

]
(33)

= −0.8723×Qχ2
(72,1.254494856)

(
2.898%

0.000395554

)

+0.9146× 0.9538×Qχ2
(72,1.255149144)

(
2.898%

0.00039576
∼= 73.27392186

)
.

8



A segunda probabilidade contidas na equação anterior é dada já no enunciado,
i.e.

Qχ2
(72,1.255149144)

(73.27392186) = 0.477223473. (34)

A primeira probabilidade pode ser calculada via aproximação de Sankaran, i.e.

Qχ2(a,b) (z) = P
(
χ2 (a, b) ≥ z

)

= P

{[
χ2 (a, b)

a+ b

]h
≥
(

z

a+ b

)h
}

≈ Φ

[

−
(

z
a+b

)h − µh

σh

]

, (35)

onde

µh := 1 + h (h− 1) a+ 2b
(a+ b)2

− h (h− 1) (2− h) (1− 3h) (a+ 2b)
2

2 (a+ b)4
, (36)

σ2h := h2
2 (a+ 2b)

(a+ b)2

[
1− (1− h) (1− 3h) a+ 2b

(a+ b)2

]
, (37)

e
h := 1− 2

3
(a+ b) (a+ 3b) (a+ 2b)−2 . (38)

Para calcular Qχ2
(72,1.254494856)

(73.2357254), temos que a = 72, b = 1.254494856,

h = 1− 2
3
(72 + 1.254494856) (72 + 3× 1.254494856)

(72 + 2× 1.254494856)−2
∼= 0.33352251,

µh = 1 + 0.33352251× (0.33352251− 1) 72 + 2× 1.254494856
(72 + 1.254494856)2

−0.33352251× (0.33352251− 1) (2− 0.33352251)

(1− 3× 0.33352251) (72 + 2× 1.254494856)
2

2 (72 + 1.254494856)4

∼= 0.996913591,

e

σ2h : = 0.333522512 × 2 (72 + 2× 1.254494856)
(72 + 1.254494856)2[

1− (1− 0.33352251) (1− 3× 0.33352251) 72 + 2× 1.254494856
(72 + 1.254494856)2

]

∼= 0.003089033.
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Utilizando a equação (35),

Qχ2
(72,1.254494856)

(73.2357254) = Φ

[

−
(

73.2357254
72+1.254494856

)0.33352251 − 0.996913591
√
0.003089033

]

∼= 0.478491186. (39)

Finalmente, combinando as equações (33), (34) e (39),

p0

[
P (0, 5) ;

P (0, 5)

P (0, 2)
; 2

]
= −0.8723× 0.478491186

+0.9146× 0.9538× 0.477223473
∼= 0.00110583.

(b) O payoff terminal da opção, daqui a 2 anos (T ), é dado por

VT =M11{E(T,T+1)>k},

sendo M o contract size (EUR1,000,000) e k o strike. Por outro lado, como

P (T, T + 1) =
1

1 + E (T, T + 1)
,

então

VT = M11{P (T,T+1)<(1+k)−1}
= M11{exp[A(1)+B(1)rT ]<(1+k)−1}
= M11{

rT>
ln(1+k)−1−A(1)

B(1)

}.

Consequentemente, o valor actual da opção é dado por

Vt = P (t, T )EQT

[
M11{

rT>
ln(1+k)−1−A(1)

B(1)

}

∣∣∣∣Ft

]

= P (t, T )MQT

[

rT >
ln (1 + k)−1 −A (1)

B (1)

∣∣∣∣∣
Ft

]

= P (t, T )MQ
χ2( 4kθ

σ2
,ζ)

[
ln (1 + k)−1 − A (1)

B (1)L

]

, (40)

visto que
rT

L

QT∼ χ2
(
4kθ

σ2
, ζ

)
,

com

ζ =
8rtγ

2eγ(T−t)

σ2 [eγ(T−t) − 1] {γ [eγ(T−t) + 1] + [k − σ2 × 0] [eγ(T−t) − 1]}
= ζ1

= 1.255149144,
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e

L =
σ2

2

eγ(T−t) − 1
γ [eγ(T−t) + 1] + [k − σ2 × 0] [eγ(T−t) − 1]

= L1

= 0.00039576.

Portanto,

Q
χ2( 4kθ

σ2
,ζ)

[
ln (1 + k)−1 − A (1)

B (1)L

]

= Q
χ2( 4×1.5×3%

0.052
,1.255149144)

[
ln (1 + 2.992%)−1 − (−0.0145)

−0.5178× 0.00039576

]

= Qχ2(72,1.255149144)

[− ln (1.02992)− (−0.0145)
−0.5178× 0.00039576

]

= Qχ2(72,1.255149144) (73.27392)

= 0.477223473.

Finalmente, recuperando a equação (40), então

Vt = P (0, 2)× EUR1, 000, 000× 0.477223473
= 0.9538×EUR1, 000, 000× 0.477223473
∼= EUR455, 168.24.
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