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1. (a) A ODE
dip (t — to)
—102? (t —to) — ko (t —to) + p

pode ser reescrita como

= dt,
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visto que —@ sao as duas raizes da seguinte equacao do 2° grau:

g (1~ o) — kb (¢~ t0) + 1 = 0.

Uma vez que
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entdo a equagao (1) pode ser reescrita como
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Portanto,
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sendo C' uma constante de integragdo. Resolvendo a equagao (2) em relagao a
Y (t—tp):
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i.e.
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Impondo a condigao terminal 1) (0) = A as equacoes (4) e (5), entao
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Combinando as equagoes (4) e (6),
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(b)

O payoftf final de um floorlet com vencimento no momento ¢;,1, sobre a taxa de
juro nominal em vigor entre os momentos ¢; (> t;11) e t;11, com uma fllor rate
igual a £ e com um contract size unitédrio ¢ dado por

Floorlet (ti+1> = (ti+1 — tz> X [k —F (ti, tz‘+1>]+ .
Consequentemente,

k—F (t;,tie1)]"
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i+1y bi+1

= P(ti,ti1) Boy, {{(tin — ) k= (tia = 1) E (6, ti)] | 7, 18)

Por outro lado,
1
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P(t;,tiy1) = 9)

Combinando as equagoes (8) e (9),

1 +
Floorlet (t;) = P (titip1)Bo,., { |(tig1 —ti) bk — =——— +1
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Portanto,
1
Floorlet (0) = [L+ (ti1 — ti) k] co | P (0, tis) ; i
oorlet (0) = [1 + (ti41 ) ]Col (0,ti41) T4+ (ti1 — i) k }

O payoft a liquidar daqui a 2 anos é igual a

Een (1.5
EUR1, 000,000 x Egur (1.5) = EUR2, 000,000 x %

onde Fg)s (1.5) designa a Euribor a 6 meses em vigor daqui a 1.5 anos. Portanto,
o valor actual de tal payoff é dado por

EUR2,000,000 x [P (0,1.5) — P(0,2)],

onde P (0,t) representa o factor de desconto interbancério a “t” anos. Operagoes
financeiras a efectuar: i) Contrair financiamento a 2 anos e no valor de EUR2M;
i1) Efectuar uma aplicagdo financeira a 1.5 anos e no valor de EUR2M; reinvestir,
daqui a 1.5 anos, o valor acumulado desta aplicacao por mais 6 meses.



(a) O payoff terminal de uma opgao range asset-or-nothing é dado por

RAp (S, X, T) = MSrll{x,<s7<x,}-
Consequentemente,

RA (S, X, T) = e " IMEqg (Srlix,<sr<x,}| F:)
Stllix,<Sr<x,}

STGQT E)

= MS,e 1T YQq (X, < S < Xp| F)
= MS,e 1TV Qq(Sr < Xp| F) — Qg (Sr < X,| F)] . (10)

Combinando as equagoes 58 e 106 dos handouts,
Qg (ST < Xl .’Ft) =1- QX2(2+ﬁ721) (2/<;X2_ﬂ) 7 (11)

para 3 < 2 e sendo

o 2(r—q)
T R B P AraT D 1] (12)

T = /15752756(2’5)(“‘7)@’”. (13)

Combinando as equagoes (10) e (11),
RA; (S, X,T) = MS,e 1TV |F ,

No caso em apreco

18%
o= 7 = 0.32,
2 (3% — 0%) -~
k= (2 = 1.5) 0.322 [e(@-15)(B%~0%)x0.25 _ ] = 311.74,
e
x = 311.74 x 1077157 1)E%-0%)x025 o~ 939 51
Portanto,

RA, = 100 x EUR10
X [Fy6,1979.02) (2 x 311.74 x 12°715) — F2(6 197902 (2 X 311.74 x 8°7)]
- EURl, 000 X |:FX2(6,1979.02) (215979) - FX2(6,1979.02) (176346)} .

Utilizando a tabela do enunciado,

RA; = FEURL,000 x (0.9733455 — 0.005379885)
& EURY67.97.



(a) O valor actual do IRS corresponde a diferenga entre o valor actual do ramo varidvel
(100%) menos o valor actual do ramo fixo:

IRS(0) = 100% — 67% x P (0,0.5) + 3% x P (0,1) +103% x P (0,1.5)

= 100% — (3% x 0.9826 + 3% x 0.9706 + 103% x 0.9627)
>~ —5.022%.
Para um montante igual a 1,000,000 EUR, o valor do IRS ¢é igual a 50,220 EUR.

(b) O valor actual do floorlet pode ser escrito como uma call Europeia sobre uma
obrigacao de cupao zero:

1
Floorlety = el M x (1+ 0.5 x 3%) X ¢ [P 0.15): =37 |-
. 0

Utilizando a Proposicao 59 dos apontamentos,

P(0,1.5); ———:1
0 { 0 15): T o5 % 3% }
P(0,1)
= P(0,1.5)® (df) - ————-= (dy
0.15)@(d) = 1555 372 (%)
= 0.9627 x ® (d;’) — 0.9706 x 0.9852 x @ (dy ) ,
onde
0.062 o 1 —e2x1x1
— _ 15— ___ - 000
v (0,1,1.5) \/ E 1—e ] %1
>~ 1.552%,
. 1.552%)>
& = In (5g706x0.0m52) + ( 2 :
! 1.552%
>~ (.443750107,
(§
dy = 0.443750107 — 1.552%
>~ (.428227273.
Portanto,
1
P(0,1.5); ————1
o |PO019): 5537
= 0.9627 x ® (0.443750107) — 0.9706 x 0.9852 x P (0.428227273)
= 0.9627 x 0.671388344 — 0.9706 x 0.9852 x 0.665757137
>~ (0.974%, (15)
(§

Floorlety = elM x (1+0.5 x 3%) x 0.974%
= €9,890.72.



(¢) De acordo com a Proposicao 61 dos apontamentos, o valor actual da call sobre a
CBB pode ser decomposto numa carteira de 2 calls Europeias sobre PBD:

co (By; X =102.37%;T = 1)

Os strikes podem ser obtidos via equagao (327) dos apontamentos:

Xy = exp[A(1.5—-1)—B(1.5—1) x 3.334%)
exp (—0.0018 — 0.3935 x 3.334%)
98.52%,

I

e
Xy = exp[A(2—1)—B(2-1) x 3.334%)
= exp(—0.0046 — 0.6321 x 3.334%)
>~ 97.47%.
Portanto,
co (By; X =102.37%;T = 1) (16)

= 25% x o [P (0,1.5);98.52%; T = 1] + 102.5% x co [P (0,2):97.47%: T = 1]

A segunda call ja foi avaliada na alinea anterior —vide equagao (15):

1

Relativamente & primeira call, o enunciado fornece o seguinte valor actual:
co [P (0,2);97.47%;T = 1] = 1.649%. (18)
Combinando as equagoes (16), (17) e (18),

co (By; X =102.37%;T = 1)
= 2.5% x 0.974% + 102.5% x 1.649%
~ 1.715%.

(a) Visto que um caplet também pode ser avaliado como sendo uma put Europeia
sobre uma obrigacao de cupao zero, entao

(1+5% x 0.5) 1
P15 — 1],
0.5 xpo | P(0,1.5); o

(19)

co[F(0,1,1.5);5%;1.5] =




Via Proposicao 68

po[P(0,1.5):0.9756;1] = —P(0,1.5)Q,» )(T*> (20)

X7 4x2x3.5% I
( 012 %2 L2

7,*
+97.56% x P (0,1) QX%28,C1) (L_1> ’

sendo

v = \/22+2><(10%)2
>~ 2.004993766,

87"{7267(T1*t)
T AT ] [ [T 4 1]+ = 0B (T, — 1] [T — 1}
= [8 X 4% x (2.004993766)2 X 62'004993766X1] {0'12 v (62.004993766><1 B 1)
2.004993766 x (62.004993766><1 n 1)
+ (2 —0.12%2x (—0.3160)) (62.004993766><1 _ 1)] }—1
4.994143104,

I

I o? eY(Ti-t) _ 1
27 2 4[e@) 4 1]+ [k — 02B(Ty — T1)] [T -0 — 1]
% % (62.004993766 _ 1)

2.004993766 x [¢2004993766 1 1] 4+ [2 — 0.12 x (—0.3160)] (¢2004993766x1 _ 1)
0.001079407

12

In(K)— ATy —T)
B(T, —T1)
In (97.56%) — A (1.5 — 1)
B(0.5)
In (97.56%) — (—0.0064)

—0.3160
5.777%,

I

Portanto,

(21)

5.777%
po [P (0,1.5);0.9756;1] = —0.9466 x QX()( )

0.001079407

5777
+97.56% x 0.9635 X Q2 ( % ) .
(28,4.997552141)

0.001080143



As probabilidades contidas na equacao anterior podem ser calculada via aproxi-
magao de Sankaran, i.e.

onde

Q2ap) (2) = P(x*(a,b) > 2)

B X2 (a.b)]" z \"

B P{{ a+b1 2(a+b> }
. q>[_—(ai+bfj‘“h | (22)

— 2D @k e a2

= T (= ) T =R A=) Q=) (=3 5 (2)

2 ,92(a+2b) o B a+ 2b
L s l1 (1= h) (1 —3h) (Hb)Q}, (24)
h;:1_§(a+b)(a+3b)(a+2b)2. (25)

Comecgando por

K,

~

(53.52433488), a = 28, b = 4.997552141,

Q.2
X(28,4.994143104)

2
ho= 13 (28+4.997552141) (28 + 3 x 4.997552141)

(28 + 2 x 4.997552141)
>~ ().344855424,

28 + 2 x 4.997552141

(28 + 4.997552141)?
—0.344855424 x (0.344855424 — 1) (2 — 0.344855424)

(28 + 2 x 4.997552141)
2 (28 + 4.997552141)"

= 1+ 0.344855424 x (0.344855424 — 1)

(1 — 3 x 0.344855424)

1%

0.992108065,

2 (28 4 2 x 4.997552141)

= 0.3448554242 x 5
(28 + 4.997552141)

1 — (1 —0.344855424) (1 — 3 x 0.344855424)

2842 % 4.997552141}

(28 + 4.997552141)?
0.008306598.

Utilizando a equacgao (22),

Q2

(28,4.994143104)

(53.52433488) = @ |— 28+4.997552141
0.008306598

0.01881887. (26)

(5lo2sndes _)0-5MB55424 _ 0.992108065]

I



Finalmente, combinando as equagdes (21) e (26),

po[P(0,1.5);0.9756;1] = —0.9466 x 0.018979585
+97.56% x 0.9635 x 0.01881887
>~ (.00035213. (27)

Em suma, combinando as equagoes (19) e (27),

1+5% x 0.5
co [F(0,1,1.5);5%;1.5] = Chs ;%SX )><0.00035213

= (0.000721864.

Como o futuro é um Q-martingale, entao
Fy = EUR50,000 x Eg[100% — E(T,T + 0.5)| Fo] -

Por outro lado, como

1
1+05x E(T,T+05)

P(T,T+05) =

entao

1 1
r o B Eyl- sz P  °
) UR50,000 x @{ 05 lP(T7T+O'5> H}—O}

1 1
- B 142 —Bg | =
UR5O’OOOX{ MY @[P(T,T+0.5)‘f°”

— EUR50,000 x {3 — 2 x Bq [exp (—A (0.5) — B(0.5)r7)| Fol}
= FEUR50,000 x {3 —2 x exp(—A(0.5)) Eg [exp (—B (0.5) r1)| Fo] } (28)

O valor esperado Eg [exp (—B (0.5) r1)| Fo] pode ser obtido via Proposicao 66
com A= B(0.5), u=0,t=T ety=0:

Eq [exp (=B (0.5) r7)| Fo] = exp [¢B(0.5),0 (T) — 4% x VY B(0.5),0 (Tﬂ . (29)

Para o contrato em apreco, 7' = 1 e, portanto,

h=k=2,

4x1

2 x 2 x 3.5% 2x2xez2

1) = 1
PB0.5),0 (1) 0.12 01z % (—0.316) (e2 — 1) +2 — 2+ (2 + 2) €2

= (0.00956646,

—0316 X [24+2+(2—-2)e}]+2x0x [e? —1]
0.12 x (—0.316) (2 —1)+2—2+(2+2)e?
—0.04279518.

1/’3(0.5),0 (1) =

12



Recuperando a equacao (29),

Eg [exp (=B (0.5) r)| Fo] = exp[0.00956646 — 4% x (—0.04279518)]
~ 1.0113421,

e, portanto, a equacao (28) implica que

Fy = EUR50,000 x [3 — 2 x exp (0.0064) x 1.0113421]
>~  EUR48,216.45.
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