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OPÇÕES EXÓTICAS 
MSc MATEMÁTICA FINANCEIRA 2009/10 

EXAME - Resolução 
29/07/10                                                                                        Duração: 2.5 horas 
 

CASO 1  
 

a) Formule, no momento “t” ( T≤ ), o cálculo do fair value de um depósito com vencimento 

no momento “T”, e que se valoriza à taxa de juro α  (em regime de capitalização contínua) 

caso o índice CAC40 não ultrapasse o nível “U” até momento “T”; caso contrário, i.e. caso o 

índice CAC40 ultrapasse o nível “U” até momento “T”, então o depósito será capitalizado à 

taxa de juro α  (em regime de capitalização contínua) até à data em que o nível “U” é 

alcançado e à taxa de juro ( )αβ >  (em regime de capitalização contínua) desde essa data e 

até ao momento “T”. 

 

 

O valor actual do depósito é igual a: 
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Sendo “r” a taxa de juro sem risco (em RCC) e o valor terminal da remuneração variável 

dado por 
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sendo “v” o first passage time do índice “S” pelo nível “U”, i.e. 
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Utilizando risk-neutral valuation, 
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Relativamente ao 1º termo da equação (1), assumindo que a cotação do índice segue um 

GBM e utilizando a Proposição 45 com 1=η , 
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sendo 
2

2σµ −−= qr . 

 

 

Relativamente ao 2º termo da equação (1), e utilizando a Proposição 47 com 1=η , 
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I.e. 
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sendo ( ).2: 22 βασµψ −−=  

 

 

Via Proposição 47, 
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Consequentemente, 
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Utilizando, por exemplo, a equação (130) dos apontamentos com ψµ = , 
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Em suma, combinando as equações (1), (2) e (3), 
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c) Deduza a fórmula de avaliação de uma European-style down-and-out call com uma 

barreira (L) superior ao strike (X). 

 

 

Via página 35 dos apontamentos, 
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Fazendo a mudança de variável de integração 
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CASO 2  
 

a)  
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c) 
 
Valor actual do depósito bancário: 
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Por seu turno, 
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Portanto, a remuneração variável envolve uma double-barrier knock-out call com zero rebate 

(V): 
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O quadro seguinte resume a avaliação da anterior double-barrier knock-out call: 
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1 0 -          

2 0 -          
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7 0 -          

8 0 -          

9 0 -          

10 0 -          

11 1 121.02    

12 0 -          

13 0 -          

14 0 -          

15 0 -          

16 1 475.73    

17 0 -          

18 1 -          

19 0 -          

20 0 -          

596.75    total  
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Em suma, 
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CASO 3  
 
a) 

 

( ) %.998.0
12

6%11ln
6

12

12
6%11: 12

6

≅×+=⇒×+=
×

rer
r

 

 

 

.

12
6%11

%100
00 RVB +

×+
=  

 

( ).6;000,3;700,2;;1%8

                   %0

000,3700,2%90000,3%8

6

6

6

MTXXSMRD

ELSE

S
RV

aaM

M

M

====×=





⇐

<<=×⇐
=

 

 

 

Portanto, 

 

( )

( )[ ] ( )[ ]{ }.000,3700,2%8

6;000,3;700,2;;1%8

22

5.0%998.0

00

MM

aa

dNdNe

MTXXSMRDRV

−××=

====×=

×−
 

 
 

( )[ ]
( )

( ) .7385.06389.0

5.02.0

5.0
2

2.0
%2%998.0

700,2
000,3ln

700,2

2

2

=Φ≅



















×

×







−−+







Φ=Φ M
d
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( )[ ]
( )

( ) .4577.01062.0

5.02.0

5.0
2

2.0
%2%998.0

000,3
000,3ln

000,3

2

2

=−Φ≅



















×

×







−−+







Φ=Φ M
d

 

 

 

( ) %.24.24577.07385.0%8 5.0%998.0

0 =−××= ×−
eRV  

 

 

⇒>≅+= %100%74.101%24.2%50.990B  Investir. 

 

 

 

b) 

 

Via proposição 20 e equação (58): 

 

 

( )[ ]

( )

( ).57.361

5.0;,000,3
1

5.0
;,000,3

5.0;57.361;1;000,3;

**

2

5.0%998.0

2

**

2

1%998.0

1

**

1

1%2

000

ae

baMebaMe

yyXSpp

Φ××+

−−××−









−−××=

=

×−

×−×−  

 

 

Visto que: 

 

;2,700** =S  

 

( )

;0.78029576
5.02.0

5.0
2

2.0
%2%998.0

2,700

000,3
ln

2

**

1 ≅
×

×









+−+









=a  

 

;0.63895.02.00.78029576**

2 ≅×−=a  

 

( )

;0.04987542
12.0

1
2

2.0
%2%998.0

3,000

000,3
ln

2

1 ≅
×

×









+−+









=b  

 

;-0.1501212.00.049875422 ≅×−=b  
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então: 

 

( )[ ]

( )

( )

( ).6389.057.361

0.707107;15012.0,6389.0000,3

0.707107;049875.0,0.780296000,3

5.0;57.361;1;000,3;

5.0%998.0

1%998.0

1%2

000

Φ××+

−××−

−−××=

=

×−

×−

×−

e

Me

Me

yyXSpp

 

 

 

Utilizando a tabela de probabilidades, 

 

( )[ ]

.30.157

0.73854857.3610.322596000,30.28897000,3

5.0;57.361;1;000,3;

5.0%998.01%998.01%2

000

≅

××+××−××=

=

×−×−×−
eee

yyXSpp

 

 

 

 

c) 

 

.

12
6%11

%100
00 RVB +

×+
=  

 

 

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ).5.0;0125.0;31.975,2;;1
%40

31.975,2inf
%40

%5.0

31.975,2inf%;0max
%40

31.975,2inf%5.0

31.975,2inf%;0max%40

0065.0

0

5.00

0

5.00
06

0

5.00

5.00
0

06

6

yTSRLSXSDI
S

S
S

SSS

S

S

S
S

SS

RV

M

u
u

u
u

M

u
u

u
u

M

M

====×=








>⇐×

≤⇐−

×=









>⇐

≤⇐






 −
×

=

≤<

≤<

≤<

≤<

 

 

 

 

Portanto, 
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( ) ( )yTRLXSDI
S

RV 5.0;000,30125.0;31.975,2;000,3;1
%40

00

0

0 =×===×=  

 

 

Por outro lado, 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,15.0;0;31.975,2;000,3;1

5.0;5.37;31.975,2;000,3;1

000

00

−+=====

====

KIRyTRLXSDI

yTRLXSDI

 

 

onde ( )01−KIR  designa o valor actual de um deferrable knock-in rebate com down barrier. 

 

 

Começando pela down-and-in call sem rebate, utilizando a Proposição 37, e visto que L<X, 

então: 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

.5.0;050,3
31.975,2

000,3
000,3;000,3

000,3

31.975,2

000,3

31.975,2

5.0;000,3;
000,3

31.975,2

000,3

31.975,2

15.0;0;31.975,2;000,3;1

2

2

02

2
2

2

0

2

000

2

2











=≅×








=











=








=

−+====

yTc

yTc

KIRyTRLXSDI

σ

µ

σ

µ

 

 

 

Visto que 

 

( )
-0.03002,

2
2.0

%2%998.0
2

≅−−=µ  

 

e utilizando os dados do enunciado, então 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

.30.13887.138
000,3

31.975,2

000,3

31.975,2

15.0;0;31.975,2;000,3;1

2

2
2.0

0.03002-2

000

2

≅××







=

−+====

×

KIRyTRLXSDI

 

 
  
 

 

Relativamente ao rebate, e utilizando a Proposição 45, 
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( )

( )[ ]
( )

( )[ ]

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

.53.1

0.1646-
000,3

31.975,2
0.0477-

12
6%11

5.37

5.02.0

5.0
2

2.0%2%998.0
000,3

31.975,2ln

000,3

31.975,2

5.02.0

5.0
2

2.0
%2%998.0

31.975,2
000,3ln

12
6%11

5.37

000,3;31.975,2
000,3

31.975,2
31.975,2;000,3

12
6%11

5.37

1

2

2

2

2.0

0.03002-2

2

2.0

0.03002-2

2

2

2.0

0.03002-2

2

0

≅














Φ








−Φ×

×+
=































×

×







−−+







Φ







−































×

×







−−+







Φ×
×+

=














Φ








−Φ×

×+
=

−

×

×

×

MM dd

KIR

 

 

 

 

 

Em suma, 

 

( ) ( )

,83.139

53.130.138

5.0;5.37;31.975,2;000,3;1 00

≅

+=

==== yTRLXSDI

 

 

e 

 

 

%.864.183.139
000,3

%40
0 ≅×=RV  

 

 

⇒>=+= %100%36.101%86.1%50.990B  Depositar. 
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d) 

 

.

12
6%11

%100
00 RVB +

×+
=  

 

( ){ }.1%8 9.0000,3inf6
5.00

×≤
≤<

×=
u

u
SMRV . 

 

Portanto, 

 

( )[ ]

.
700,2

lnlninf1%8

700,2
lnlninf%8

700,2inf%8

00
5.00

5.0%998.0

00
5.00

5.0%998.0

5.00

5.0%998.0

0
































>


















−××=




















≤


















××=

≤××=

≤<

×−

≤<

×−

≤<

×−

SS

S
Qe

SS

S
Qe

SQeRV

u

u

u

u

u
u

 

 

 

Via Proposição 45, 

 

( )[ ]
( )

( )[ ]

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

.5074.0

0.8512-
000,3

700,2
0.6389

5.02.0

5.0
2

2.0
%2%998.0

000,3
700,2ln

000,3

700,2

5.02.0

5.0
2

2.0%2%998.0
700,2

000,3ln

000,3;700,2
000,3

700,2
700,2;000,3

700,2
lnlninf

2

2

2

2.0

0.03002-2

2

2.0

0.03002-2

2

2

2.0

0.03002-2

2

00
5.00

≅

Φ







−Φ=



















×

×







−−+







Φ







−



















×

×







−−+







Φ=

Φ







−Φ=




















>



















×

×

×

≤<

MM

u

u

dd

SS

S
Q
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Portanto, 

 

{ }

%.92.3

5074.01%8 5.0%998.0

0

≅

−××= ×−
eRV

 

 

 

⇒>=+= %100%42.103%92.3%50.990B  Depositar. 

 


